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LIKINDI

Skeid lengd

LO1

L02

LO03

L04

LO5

L06

LO7

9:26

11:14

5:42

11:03

2:45

14:19

19:23

Yfirlit yfir myndskeio og efni

Adalsiour hlidarsidur efni

Al-A2

A3

A4

A5

1-2

3-4

Inngangur um likinda- og tolfraedi
Skilgreining og einfaldar reglur
Jafnar likur og strjalar
Talningarfraedi — tengist A3
Dami — Jafnar likur (brids, A3)
Demi — Skilyrtar likur

Ohadir atburdir

Styttingar 1 yfirliti eru { samraemi vid eftirfarandi deemi:

LO1

9:26

Al

1

fyrsta myndskeid um likindareikning

9 minttur og 26 sekundur

fyrsta Adalsida

fyrsta hlidarsida



Likindi — Skilgreining

Hugsum okkur ad tilraun sé gerd og setjum

() = dtkomumengi = mengi allra hugsanlegra ttkoma

T.D. EF TENINGI ER KASTAD: Q=1{1,2,3,4,5,6}. EDA LENGD ER MZELD: Q= [0,c0).
Atburdur er hlutmengi i ). ) ,

O kallast Gruggi atburdurinn. Q

@ kallast omdgulegi atburdurinn.

T.D. EF TENINGI ER KASTAD ER {1,3,5} ATBURDURINN AD ODDATALA KOMI UPP.

Atburdir A og B kallast sundurlegir ef ANB = &.

QAQQB

Atburdir Ay, Ay, ... kallast sundurlegir ef peir eru
sundurlaegir tveir og tveir: A, NA; = J, i # j.

Q = As
Q@ o Ay

Skilgreining:  Likindi (eda likur) eru fall P sem
uthlutar sérhverjum atburdi A télu P(A) pannig ad

(1) P(Q) = 1.
(2) P(A) > 0 fyrir alla atburdi A.
(3) Ef Ay, As, ... eru sundurlaegir atburdir gildir:

P([]A) - iP(AZ-).

T.D. EF TENINGI ER KASTAD KALLAST P JAFNAR LIKUR EF P(A) = (fj5ldi staka i A)/6
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Nokkrar einfaldar reiknireglur fyrir likindi

(1) P@)=0 og 0<P<1 og PQ)=1

(2) Um alla atburdi A og B gildir:
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)

QD
(3) Um sundurleega atburdi A og B gildir:
P(AuB)=P(A)+ P(B)

QAQQB

(4) Um alla atburoi A gildir:
P(A°)=1-P(A4)

Y/
A A°
(5) Um alla atburdi Aog B gildir:
ACB = P(A) <P(B)

1oy
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Jafnar likur

Skodum ) = {w,...,w,} og setjum p;, = P({w;}).

Skilgreining: Likindi P & {w1, ...,w,} kallast jofn ef

1
Pr=pP2=...=Ppn—=—.
n
Vid segjum pa lika ad titkoman sé valin af handa-

hofi ar menginu {wy, ..., wp}-

Takid eftir ad likindi eru jofn ef og adeins ef

f...l . k ;A
p(a)= OIStk T4 ) w)

n

Strjal likindi

Likindi P kallast strjdl ef
Q=Awy,...,w,} eda Q={wy,ws,...}.
Likur & atburdi A C ) er pba haegt ad reikna svona

P(A) =) P({w}).

weA

Takid eftir pvi ad pegar 2 = {w;,ws,...} ba eru
jafnar likur ekki til. Vegna pessadp; =po=p3=...
hefur i for med sér pa motsogn ad 1 # 1,

- - oo, ef p; >0,
RIS WD WIRR
i=1 i=1 ’

efp1 = 0.

Likindareikningur -3- Adalsidur



Skilyrtar likur

Skilgreining: Ef A og B eru atburdir og P(B) > 0

pa kallast P(AN B
P(A|B) = —(P<2> )

skilyrtu likurnar d A gefio B.

Takid eftir a0 P(ANB)=P(B)P(A|B).

Takid lika eftir ad fyrir jafnar likur gildir (ef B # ©)
fjoldinn i AN B
fjoldinn i B

P(A|B) =

Sundurlsegir atburdir B, By,... mynda skiptingu
a Q) ef peir pekja Q p.e. ef | J.o; B; = ).

Skiptingarregla: Ef B;, By, ... mynda skiptingu & {2
gildir P(A) =), P(AN B~) 0g bvi

ZP P(A|B;).

Q By A .,
n
B

By

Bayes-l6gmalio: Ef P(A) > 0 og P(B) > 0 b4 gildir

P(B)P(A|B)

P(B|4) = ——p 5
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Ohadir atburdir

Pad veeri edlilegt ad segja ad A sé 6hadur B ef

P(A|B) = P(A) be. % — P(A)
og ad B sé 6haour A ef
P(B|A) = P(B) b.e. Hﬁ(—z)’g) — P(B)

Par sem petta eru somu eiginleikarnir er 6parfi ad
taka fram hvor atburdurinn sé 6hadur hinum.

Skilgreining: Atburdir A og B kallast 6hddir ef
P(ANB)=P(A)P(B).

Skilgreining: Atburdir A, B og C kallast éhddir ef

P(AN B) = P(A)P(B)
P(ANC) =P(AP(O)
P(BNC) =P(B)P(C)

og P(ANBNC)=P(APBP(C).

Almenn skilgreining: Atburdir A,,..., A, kallast
ohdaodir ef fyrir oll k og ny < ... < n; gildir:

P(A, N...NA,)=P(A,) - P(A,).

Atburdir A, A, ... kallast lika ohddir ef petta gildir
fyrir oll n.

Likindareikningur -5- Adalsidur



SLEMBISTARDIR

Yfirlit yfir myndskeio og efni

Skeid lengd Adalsidur hlidarsidur efni

LO8

L09

L10

L11

L12

L13

L14

5:17

8:24

8:38

5:00

10:27

7:01

17:17

A6

A7

A8

A9

A10-11

A12-13

17-19

Slembisteerdir

Dreififall

Strjalar sterdir - likindafall
Samfelldar staerdir - péttleiki
Sam-dreififall
Sam-likindafall
Sam-péttleiki

Skilyrding og 6hadar staerdir

Dami — tengist A11-13

Styttingar i yfirliti eru i samraemi vid eftirfarandi demi:

LO1

9:26

Al

1

fyrsta myndskeid um likindareikning

9 minutur og 26 sekundur

fyrsta Adalsida

fyrsta hlidarsida



Slembistaeroir

Slembisterd er fall X : {2 = R.

Fyrir x € R skilgreinum vid
{X=2} ={wel: X(w) =1}
X

0 M@//\ R

T

Fyrir a < b skilgreinum vid & sama hatt t.d.
{fa < X <b} ={we:a< X(w) <b}.
X

Q {a< X<b} : /\: R

14 |
\ |
b

Og almennt fyrir A C R skilgreinum vid
{X e A} ={we: X(w) € A}

Likindareikningur -6 - Adalsidur



Dreififall slembistaserdar

Skilgreining: Dreififall slembisteerdar X er
Flz)=PX <z), zeR

Skrifum oft F'y i stad F'. Petta er gert til ad greina
F fra dreififollum annarra slembistaerda.

Regla: Dreififall F' uppfyllir:
1) 0<F@) <Fy) <1, o<y,
(2) F(x) = 0 pegar z — —o0.
(3) F(x) = 1 pegar © — +o0.
(4) F

4) F er samfellt fra haegri: F(y)— F(z) pegar y\, x.

Aths: Ef fall ' hefur pessa 4 eiginleika, pa er til
slembisteerd X med F' sem dreififall.

Regla:  Pla< X <0b)=F(b)— F(a), a<b.

Setjum  F(b—) := h;rll) F(a), beR.

Takid eftir ad fyrir oll b € R gildir
P(X =b) = F(b) — F(b—),
og sér i lagi
F samfellt ib = P(X =0)=0.

Likindareikningur -7- Adalsidur



Strjalar slembistaerdir

Skilgr: X kallast strjdl ef htin tekur endanlega morg
gildi {aq, ..., a;} eda teljanlega morg gildi {aq, as, . . .}.

Fallio = +— P(X ==x) kallast pa likindafall X.

Takid eftir ad ef X er strjal pa er dreififallid summa:
F(z) =P(X <z)=) P(X=y)

ysw

Deaemi (tveir teningar): Latum P vera jafnar likur 4
utkomumenginu ) = {1,2,3,4,5,6} x {1,2,3,4,5,6}.
Latum X vera punktasummuna, b.e. X(,j) =i+ 7.
Likindafall X er pa svona:

6/36§
el

"1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Og dreififall X er svona:

36/36

30/36 —o

24/36

18/36

12/36

6/36 —o

Likindareikningur -8 - Adalsidur



Samfelldar slembistaeroir

Skilgreining: Fall f sem uppfyllir f(x) > 0, z € R,
og [ f(z)dz =1 kallast péttleiki. Slembisteerd X
kallast samfelld ef til er péttleiki f b.a.

/f )dy, z €R.

O

f kallast pa péttleiki X. Skrifum oft fx i stad f.

Aths: Ef f er péttleiki, pa er til X med péttleika f.

Regla: Ef X er samfelld slembistaerd, pa er dreifi-
fallio F' samfellt fall. Ennfremur gildir ad

Pla < X < /f a <b,

0g
P(X=b)=0 beR

Daemi: Samfelld slembistaerd X kallast jofn & bilinu
[a,b] (bar sem a < b) ef hiin hefur péttleikann

L a<ae <o,
fx(z) = {ba

0, annars.

Vio segjum ba lika ad X hafi jafna dreifingu 4 |a,b]
og ad X hafi verio valid af handahofi & milli a og b.

Likindareikningur -9- Adalsidur



Samdreififall

Skodum slembisteerdir X,..., X, sem allar koma uar
somu tilraun, p.e. sem allar eru skilgreindar 4 sama
atkomumengi, X; : (2 - R, i =1,...,n, med sama P.

Skilgreining: Fallid F' sem er skilgreint svona
F(xy,...,z,) =P(Xy1 < xy,..., X, < 2p)
kallast samdreififall slembisteerdana Xy, ..., X,.

Takio eftir ad dreififall t.d. X; feest svona tur F,
Fx,(x) = F(z,00,...,00)

A sama hatt fast hin dreififllin Fx,,...,Fx, ar F.
Pessi foll eru oft nefnd jadardreififoll X4, ..., X,,.

Samlikindafall

Skilgreining: Ef X;,..., X, eru allar strjalar kallast
(1, ... xn) —» P(Xy=21,..., X, = x,)

samlikindafall peirra.

Takio eftir ad likindafall t.d. X; faest svona:
r—P(Xi=12)= Z P(Xi=2,Xo=a9,..., X, = x,).

3327...,33‘”

A sama hatt fast likindafollin fyrir X, ..., X,,.
Pessi foll eru oft nefnd jadarlikindafoll X4, ..., X,.

Likindareikningur - 10— Adalsidur



Sampéttleiki

Skilgreining: Latum F’ Vera samdreififall X4, ..., X,.
Ef til er fall f: R" — [0,00) pbannig ad

]
F(xy,...,x,) / /fyl,---,yndyl . dyy,

pa kallast f sampéttieiki steerdanna Xq,...,X,.

Fallid f er oft fundid med pvi ad diffra
F(xy,...,z,) =P(X1 < 21,..., X, < )

i ollum breytisteeroum z, ..., z,.

Regla: Ef C' C R" er t.d. rétthyrningur, hringur,
kassi eda kula, pA ma nota f til ad reikna likurnar
a pvi ad vigurinn sem steerdirnar mynda lendi i C:

P((X),...,X,) €C) / /fxl,... S da .. day,

.....

Regla: Ef X, ..., X, hafa sambéttleika, pa eru peer
samfelldar hver fyrir sig og péttleiki t.d. X; er

fx (z / /f T, To. .., Ty)dxy. .. dx,.

A sama hatt fast hinir péttleikarnir fx,, ..., fx, ar f.
Pessi foll eru oft nefnd jadarpéttieikar X, ..., X,,.

Aths: Pott steerdirnar Xi,..., X, séu samfelldar
hver fyrir sig, er ekki vist ad paer hafi sampéttleika.

Likindareikningur - 11— Adalsidur



Skilyrt likindafall

Skilgreining: Ef X, ..., X, eru strjalar slembistaerod-
ir og P(Xy =x9,..., X, =x,) > 0, pa kallast fallio

r—PXi=z|Xo=x9,..., X, =1,)
skilyrt likindafall X, gefio Xy = xo,..., X, = ;.

Munio ad P(A|B) :=P(AN B)/P(B) og bvi er
P(X1 :.CC‘XQ :$2,...,Xn:l'n)

P(Xlzx,ngxQ,...,Xn:xn)
P(XQICEQ,...,XnILUn)

Skilyrtur péttleiki

Skilgreining: Latum X7, ..., X,, hafa sampéttleika f.
,,,,, x, vera sampéttleika X, ... X,.
Ef fx,. . x,(x2,...,2,) >0, pA kallast fallio

flz, o, ... )
fXQ 77777 Xn(ZUQ,-..,CUn)

x'_>fX1]X2 Xn(il?|332,...,33n) =

.....

skilyrtur péttleikr X, gefid X9 = x9,...,X,, = x,.

Skilgreining: Skilyrtu likurnar & ad X; taki t.d. gildi
a bili A gefio Xo = x9,...,X,, =z, eru pa

P(Xl €A|X2:{L'2,...,Xn:33n>

Likindareikningur -12 - Adalsidur



Ohadar slembistserdir

Skilgreining: X;, ..., X, kallast ohddar ef
P(Xi€A,..., X, €A)
=P(X;€A)...P(X,eA,),
fyrir oll bil A;, ..., A,.

Regla: Petta gildir ef og adeins ef

F(xy,...,x,) = Fx,(21) ... Fx, (z,), 21,...,2, € R,

par sem [ er samdreififallid og Fx, er dreififall X :
Fx(x;)=P(X;, <), i1=1,...,n.

Regla: Strjalar slembisteerdir X, ..., X, eru 6hadar
ef og adeins ef

P(Xl :l'l,...,Xn:l'n)
fyrir oll z¢,...,x, € R.

Regla: Samfelldar slembisteeroir X, ..., X, eru 6hao-
ar ef og adeins ef

(1, ..y mn) = fx(z1) .. fx,(20)

er sambpéttleiki fyrir steerdirnar Xi,...,X,,.

Likindareikningur - 13- Adalsidur






VANTIGILDI

Skeid lengd

L15

L16

L17

L18

L19

L20

L21

9:14

11:21

13:28

5:37

13:13

15:01

12:07

Yfirlit yfir myndskeio og efni

Adalsiour hlidarsiour efni

Al4

Al4-15

Al6

Al7

Al8

A19-21

21-23

25-30

32

32

Ventigildi og midgildi

Daemi
Logmal dmedvitada tolfraedingsins

Reglur um veantigildi

Damid 4 sidum A14-15,
framhald ut fr4 reglunni nedst 4 A16

Dreifni
Samdreifni og fylgni

Ojofnur Markovs og Chebyshevs
Logmal mikils fjolda

Styttingar i yfirliti eru i samraemi vid eftirfarandi demi:

LO1

9:26

Al

1

fyrsta myndskeid um likindareikning

9 minutur og 26 sekundur

fyrsta Adalsida

fyrsta hlidarsida



Veentigildi
Skilgreining: Veentigildi (medalgildi) X er
ZxP =1z), ef X er strjal,

p=px =E[X]:= <
/ rfx(zr)dr,  ef X er samfelld.

\— OO

Daemi: Latum X hafa péttleikann
fx(x)=1,0<2<1, (og fx(r)=0 annars).

1
Veentigildid faest svona: E[X] = fxdx = [laﬂé =1

Skodum nii slembistaerdina X°. T11 ad finna E[X]

utfra skilgreiningunni E f yfx3(y) dy purfum
vid ad finna fys = F'i; Dre1ﬁfa1116 Fy3 faest svona:
0, y<0,
Fysly) =P(X’ <y) =P(X <y?) = qyh, 0<y<,
L L, y>1.
béttleikinn er pvi ,
1 2
3y 3, 0 < Y < 17
fxo(y) = Fsly) = {3
0, annars.

Veentigildid faest nt svona:

00 1 4

1 1 |y3

E[Xg] = /nyg(y)dy—/ygy 3dy:§ [?
3

—00 0

Takid eftir ad 1 # (%)3 pannig ad E[X?] # (E[X])%.

Likindareikningur - 14 - Adalsidur



Pagileg vaentigildisregla

Munid skilgreininguna a vaentigildi:
rZazP(X =1z), ef X er strjal,

E[X] =<
/fo(a;) dx,  ef X er samfelld.

\— OO

Logmal 6medvitada tolfraeedingsins (ein staerd):
Latum g : R — R vera fall (t.d. g(z) = z?).

ba gildir ad

,Zg(x)P(X =1z), ef X er strjal,

Elg(X)] = 4
/g(a:)fx(a:) dz, ef X er samfelld.

\— OO

Deemi (framhald): Latum aftur X hafa péttleikann
fx(x)=1,0< 2 <1, (og fx(r)=0 annars).

Vid fengum adan eftir vafstur vid ad finna fys3(y)

o0 1 4 1
1 1|y3 1
E[X7] = /yfxs(y)dy—/ygy Ty =+ [T] =7

—00 0

Vid getum nu farid einfaldari leid:

00 1 1
E[X°] = /x?’fx(x)dx:/x?’dx: [%4]022
—00 0

Likindareikningur - 15— Adalsidur



Reglur um veentigildi

Munid skilgreininguna a vaentigildi:
Z tP(X =z), ef X er strjal,

E[X] = <

/fo(:U) z, ef X er samfelld.

\— OO

Logmal 6medvitad tolfraedingsins (margar steerdir):
Latum ¢ : R" — R vera fall og setjum

bPa glldlr ad YZQ(Xl""vXn)-

r Z,_.Zg(ggh,_,,xn)P(Xl:ajl,...,Xn::Un)

Tn x1
ef X1,..., X, eru strjalar,
E[Y} — < 00 00

/---/g(xl,...,xn)f(:cl,...,xn)dxl...da:n

ef X1,..., X, hafa sampéttleika f.

\

Reglur: Fyrir a,a4,...,a, € R gildir
(1) Ela] = a.

(2) E[aX]=dE[X].
(3) E[X +Y]=E[X]|+E[]Y].
(4) E[a1X1 +...+a, X, ] = CL1E[X1] + ...+ CLnE[Xn]

Regla: Ef X og Y eru 6hao gildir E( XY] = E X |E[Y].

Likindareikningur - 16 — Adalsidur



Dreifni

Skilgreining: Dreifni slembisterdar X er
Var[X] .= E[(X — p)% (hér er p = E[X])

og stadalfrdvik hennar er

o =/ Var[X].

Takid eftir ad Var[X] > 0.

Reglur:
1) ValX] = EXY - (BX))
(2) Varla + bX] = b*Var[X], a,bER.

Regla: Ef X;,..., X, eru 6hadar gildir ad
Var| X + ...+ X, = Var[Xy] + ... + Var|X,)].

Likindareikningur - 17— Adalsidur



Samdreifni og fylgni

Skilgreining: Samdreifni slembistaerda X og Y er
Cov[X, Y] := E[(X — pux)(Y — py)]
og fylgnistudull peirra er

Cov[X, Y]
P=PXy = :
OXOy

Takid eftir ad Cov|X, X] = Var[X].

Regla: —1<p<1

Regla:  Cov[X,Y] = E[XY] - E[X|E[Y]

Reglur: Fyrir a € R og n,m € N gildir ad
(1)  CovlaX,Y]=aCov|X,Y]
(2)  CovlX +Y, Z] =Cov|X, Z] + Covl|Y, Z]

B e[ Y x3m| 33 cotny)

i=1 j=1

(4)  Var [ Z X,-] — Z Var[X;] +2)  Cov[X;, X}

i<j

Regla: Ef X og Y eru 6hadar gildir ad Cov[ X, Y] = 0.

Aths: Hins vegar purfa X og Y ekki ad vera 6hadar
pott Cov[X, Y] = 0. Fylgnileysi ttilokar ekki haedi.

Likindareikningur - 18— Adalsidur



Ojofnur Markovs og Chebyshevs

Ojafna Markovs: Ef P(X > 0) = 1 ba gildir ad

EX
P(X >a) < | ], a > 0.
a
Sonnun: Setjum
0, ef X <a,
Y =
a, ef X > a.

Pa er P(Y < X) =1 sem gefur E]Y] < E[X].
Takid nu eftir ad E[Y] = aP(X > a).
Petta tvennt gefur ad a P(X > a) < E[X].

Ojafna Chebyshevs: Ef |E[Y]| < oo ba gildir ad
Var|Y]

2 Y

P([Y — E[Y]| > ¢) < e > 0.

€

Sonnun: Setjum X := (Y — E[Y])?. Pa er
P(|Y —E[Y]| > ¢) = P(X > &%)

< qu (6jafna Markovs)
B[y — B[]
_ Var[Y]

Likindareikningur -19- Adalsiour



Légmal mikils fjolda

Munid 6jofnu Chebyshevs: Ef |[E[Y]| < co ba gildir

ad
P(Y — EY]| > o) < 2]

O e > 0.

Vid notum nt pessa 6jofnu til ad sanna merka reglu.

Logmal mikils fjolda: Ef X;, Xs,... eru 6hadar og
hafa allar sama endanlega veentigildi ;1 = E[X]]| og
allar somu endanlegu dreifni o = Var[X;], pA gildir
fyrir oll € > 0 ad

X1+...+ X,
P(' 1+ +
n

—p

>€>%O, n — 0Q.

Sonnun: Setjum Y = (X;+...+ X,)/n. Paer
EY]=(u+...+un)/n be E[Y|=yp

og vegna pess ad Xi,..., X, eru 6hadar faest lika
Var[Y] = (6* + ... + 0% /n* b.e. Var[Y] = o*/n.

Ojafna Chebyshevs gefur nu

o’ /n

P(Y —E[Y] > 2) < 24

— 0, n — oo.
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Légmal mikils fjdlda og tilkun likinda

Vid vorum aod sanna eftirfarandi reglu:

Logmal mikils fjolda: Ef X;, X,,... eru 6hadar og
hafa allar sama endanlega veentigildi p = E[X]] og
allar somu endanlegu dreifni o = Var[X;], pA gildir
fyrir oll € > 0 ad

X +...+ X,
P(' 1+ +

—
n

>€>—>O, n — o0.

Petta skrifum vid stundum losaralega svona:
X1 +...+ X,
n

~ 11 pegar n er stort.

Um tualkun likinda: Hugsum okkur ad vid fram-
kvaemum tilraun i n 6had skipti og skraum hja okk-
ur 1 eda 0 eftir pvi hvort tiltekinn atburdur gerist
eda gerist ekki. Vio faum pa 6hadar slembistaerdir
X1,..., X, b.a. P(X; =1) =p bar sem p eru likurn-
ar & ad atburdurinn gerist 1 einni tiltekinni tilraun
(segjum b4 ad st tilraun heppnist). Nu er = p og
logmal mikils fjolda gefur: eftir margar tilraunir er

hlutfallsleg tioni heppnadra tilrauna =~ p.

Pess vegna er edlilegt ad tilka likindin p sem hlut-
fallslega tidni heppnadra tilrauna pegar tilraun er
endurtekin i morg 6had skipti.
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MIKILVAGAR STARDIR

Yfirlit yfir myndskeio og efni

Skeid lengd Adalsidur hlidarsidur efni

L22

L23

L24

L25

L26

L27

L28

L29

L30

6:24 A22 Yfirlit og Ber(p)
7:01 A23 Bin(n, p)

10:16  A24 Poi(%)

6:01 A25 Geo(p)

7:24 A26 Hyp(N, M, n)
802 A27 Unf [a, b]

11:02 A28 Exp(L)

10:32 A29-30 Normlega sterdin
6:39 A3l Vardveislureglur

Styttingar 1 yfirliti eru i samreemi vi0 eftirfarandi demi:

LO1

9:26

Al

1

fyrsta myndskeid um likindareikning
9 minutur og 26 sekundur
fyrsta Adalsioa

fyrsta hlidarsioa



Nokkrar mikilveegar slembistaeroir

STRJALAR: Bernoulli-steerd X ~ Ber(p)
tvikostasterd X ~ Bin(n, p)
Poisson-steerd X ~ Poi()\)
strjal veldisstaerdo X ~ Geo(p)
happadreaettissteerd X ~ Hyp(N, M,n)

SAMFELLDAR: jofn steero X ~ Unf([a, b))
veldissteerd X ~ Exp(\)

normleg staerd X ~ N(p, 0?)

Bernoulli-staerd X ~ Ber(p)

Skilgreining: Latum 0 < p < 1. Slembisteerd X
kallast Bernoulli-steerd meo stika p ef

P(X=1)=p og P(X=0)=1-np.

Reglur: Ef X ~ Ber(p) gildir a0
(1) ElX]=p
(2) Var[X] = p(1 - p)

Sonnun: (1) E[X]=0P(X=0)+1P(X =1) =p.

(2) Par ed 0° = 0 og 1> = 1, er X? ~ Ber(p). Pvi er
E[X? = E[X] = p. Notum Var[X] = E[X?] — (E[X])*.
Faum Var[X] =p —p? = p(1 — p).
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Tvikostasteerd X ~ Bin(n, p)

Skilgreining: Latum n>1 og 0<p<1. Slembisteerod
X kallast tvikostasterd (binomial) med stika n, p ef

n

P(X =k) = (k> pPL—p)* k=0,...,n.

Regla: Ef Xi,..., X,, eru 6hadar Ber(p), pa er
X1+ ...+ X, ~ Bin(n, p).

Sonnun: Til ad { X1+...+X,,= k}gerist barfad falik
skipti og 0 1 hin. Latum {41, ...,4;} vera hlutmengi
ur {1,...,n} med k stokum og {ji,...,Jn_k} vera
fyllimengid. Notum ad Xj,..., X, eru 6hadar Ber(p):

P(le — 1,..., sz = 1, le :O,..., Xjn—k :0> = pk(l— p)n—k.
Margféldun med fjolda hlutmengja {i1, . .., i} gefur

PXi+...+X,=k)= (Z) pF(1—p)*

Reglur: Ef X ~ Bin(n,p) gildir ad
(1) E[X] =np
(2) Var[X] = np(1 — p)

Sonnun: Latum X3,..., X, vera 6hadar Ber(p). Notum

X1+...+ X, ~ Bin(n, p), summureglur um vaentigildi

og dreifni, og loks ad E[X;| = p og Var|X;| = p(1 —p):

EX|=EX;1+...+ X,| =E[Xq]+ ... + E[X,]| = np,

Var[X| = Var[X; + ...+ X,] (notum naest 6haedid)
= Var| Xq] + ... + Var[X,] = np(1 — p).
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Poisson-staerd X ~ Poi(\)

Skilgreining: Latum 0 < A < oo. Slembisterd X
kallast Poisson-sterd med stika \ ef

BOY
k' 7
Petta er likindafall: > ;- k, =ersvo Y e 2—17 =1.

P(X=Fk)=e¢ k=0,12,...

Regla: Ef Y ~ Bin(n,p) og X ~ Poi(np) pa gildir ad

an

p

P(Y € A)—P(X € 4)| < { fyrir 811 A C R.

Skrifum petta stundum losaralega svona:
Bin(n, p) ~ Poi(np) pegar p er litid.

Petta pyodir ad ef tilraun er endurtekin i n 6had
skipti og likurnar p & ad heppnast i einni tiltekinni
tilraun eru hverfandi litlar, pa er fjoldi heppnadra
tilrauna naestum Poisson med A = np.

Reglur: Ef X ~ Poi(\) gildir ad

(1) E[X] =\

(2) Var[X]| = A

Sonnun: (1) E[X] =Y ke Ak =AY e Ak =
(2) ELX(X-1)] =0k (k-1)e M =22 3 A’“f — )2

gefur lokaskrefid i E[X?] = E[X(X 1)]+E[X | = >\2+)\
sem gefur Var[X| = E[X?—(E[X])? = (\2+X)=\* = \.
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Strjal veldissteerd X ~ Geo(p)

Skilgreining: Latum 0 < p < 1. Slembisteerd X
kallast strjdl veldissteerd med stika p ef

PX=Fk=p(l-—p", k=12

Petta er likindafall: > 7 (1 —p)F~ ! = 1_&_}9) = ]lj.
Regla: Latum Yj, Y5, ... vera Ohadar Ber(p).

LAtum X vera fyrsta n pannig ad Y, =1, p.e.
X :=min{n >1:Y, =1}.
Pa er X ~ Geo(p).

Sonnun: P(X =k)=P(Y1=0,...,Y,.1=0,Y, = 1)
=PY;=0)..PY, 1=0PY=1)=1-p)ip k>1

Regla: Ef X tekur eingongu heiltolugildi pa:
X ~Geo(p) <= P(X>n)=(1-p)",n=0

Sonnun & = : Notum X ~ Geo(p) ar reglunni hér
ad ofan: P(X >n)=P(Y1=0,...,Y,=0)=(1—-p)".
Sonnun 4 < : P(X =k)=PX >k—-1)—P(X > k)
=(1=-p=0=-pf=0-p~1-(1-p) k=1

Reglur: Ef X ~ Geo(p) gildir a0

1 1 —
E[X]=- 0g Var[X]| = 2p
p p
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Happadraettissteerd X ~ Hyp(N, M, n)

Kilur eru settar i kassa, N hvitar og M svartar.
Svo eru dregnar n kilur af handahéfi an skila.

Hverjar eru likurnar 4 ad nakvseemlega k séu hvitar?

Latum X vera fjolda hvitra kalna sem dregnar eru.

Til ad fa {X = k} parf k hvitar og n — k svartar.

Haegt er ad draga k£ Gr N hvitum & (]: ) marga vegu

og n — k ar M svortum & (nﬂfk) marga vegu.

Margfoldunarreglan gefur

ad hegt er ad fa {X =k} & (]IX) (nj\fk) marga vegu.

Heildarfjoldi moguleika & ad draga n ar N + M er
(NZM) svo likurnar & ad fa ndkveemlega k hvitar eru

P(X_@_%

n

pbar sem k uppfyllir max{0,n — M} < k < min{n, N}.

Staerd med petta likindafall kallast happadrettistero

Regla: Latum X ~ Hyp(N, M,n). Setjum p = NfM :
Pa gildir

E[X]|=np

Var[X] = np(1 — p) (1 _ NZX}_J
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Jofn staerdo X ~ Unfa, 0]

Skilgreining: LAtum —oo < a < b < 0o. Slembistaerd
X kallast jofn sterd a bilinu [a, b ef

1
—a @ ST < b7
0, annars.

fx(z) =

Reglur: Ef X ~ Unf[a, b| gildir ad

r —a

(1) FX(x)—b_a, a<z<b
2 Bx=27

(b— a)? _b—a
(3) Var[X]| = T og ox = Nib

b a2 10 2_a? a+b)(b—a a
(2)EX]=/ —d$=[%—}a=%%=%<*b¥a ) _ +h

o 1 l(aQ—l—ab—l—bQ)(b—a) a’+abtb?
a b—a 3 b—a 3 b—a T 3

og bvi Var[X] = E[X?] — (E[X])* = T4 — (2302

4@ +ab+b?)=3(a?42ab+0?) @2 —2abb2  (b—a)?

2 - 12 T a2
: X —a
Varoveisluregla: X ~ Unfla, b < ; ~ Unf[0, 1]
—a
Sonnun: Tokum u € [0,1] og = € [a,b] p.a. u = 7=,

Paer P(X <z)=1% < P(3=2 <u) =u.
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Veldisstaerd X ~ Exp(\)

Skilgreining: Latum 0 < A < co. Slembistaerd X
kallast veldissteerd meo stika A\ ef

e ™M x>0,
fx(z) = {

0, x < 0.

Reglur: Ef X ~ Exp()) gildir a0

(1) PX>z)=e™ 220
(2) Fy(z)=1—¢e™ 2>0

1
3 EX| =—-
® X]= 1

1

(4) Var[X| = 2
Sonnun: (1)P(X > z)=[TAe Mdy = e, x>0
(2) F () P(X <z)=1- P(X>£C):1—e_)‘$,a:>()
(3)E fo ze” Mdr=[—ze M + [[TeMde = §
(4 E fooo z? e Mdx —[ 2o Mo [ 2z Mde
= %E[X] % og bvi Var[X|=E[X?—(E[X])* = 5 — &

Skilgreining: Slembistserd X sem tekur bara jakvaed
gildi kallast minnislaus ef

P(X>a+b|X >a)=P(X >b), a,b=>0.

Takid eftir ad ef teeki er alltaf eins og nytt medan
pad er nothaeft, pa er endingartimi pess minnislaus.

Regla: X er minnislaus < til er A p.a. X ~ Exp(}\)
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Normleg steerd X ~ N(u, 0?)

Skilgreining: Latum p € R og 0 < 0 < oco. Slembi-
staerd X kallast normleg steerd med stika p og o2 ef

1
fx(x) = ¢ 57 WPz eR.

2mo

Regla: X ~ N(u,0?) = E[X]|=p og Var[X] = o?

X —p
o

Vardveisluregla: X ~ N(u,0?) < ~ N(0,1)

Z kallast stodlud normleg steerd ef
Z ~ N(0,1).
Pa er E[Z] =0 og Var[Z] =1 og

1 22
fz(x) = e 2, x€eR.

V21

Loks er 7z = ® pbar sem

O (x) :—/ e 2dy, xeR.

oo V2T

[z
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Notkun & Z ~ N(0,1) og &

Regla: X ~ N(u,0%) & Fx(z) = CI)(:C — ’u), reR

o

Normleg steerd X er samfelld og bvi gildir fyrir
a € Rad P(X =a)=0o0g P(X <a) =P(X <a)
Pess vegna ma skipta & < og < (og & > og >) alls
stadar hér fyrir nedan.

Nota ma ® til ad reikna likur fyrir X ~ N(u, 0?):

b —
P(X<b)_CI>( a
og o

P(a,<X<b)—<I>(ba'u> —cb(“;“).

Vegna samhverfu gildir:
PZ < —x)=P(Z > 2 fz
og pvi P(Z < ) P(Z > 1)
O(—z) =1— D(x).
Skilgreining: Fyrir 0 <a <1
lAtum vid z, vera ba tolu p

sem uppfyllir
P(Z >z, =a.

Za

20,05 — 1,645 20,025 = 1,960 20,01 = 2,326 20,005 — 2,576
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Varodveislureglur

Eftirfarandi reglur gilda um 6hadar steerdir X og Y.

X ~ Bin(n, p)

Y ~ Bin(m, p) } = X +Y ~ Bin(n +m,p).

X ~ Poi())

Y ~ Poi(p) } = X +Y ~ Poi(A + p).

:ulv 01

= X +Y ~ N(uy + pio, 07 + 03).
:LL270-2

X ~ Exp(A

Y ~ Exp(\ = min{ X, Y} ~ Exp(A;1 + A\2).

')
)

Sonnun & sidustu reglunni: Fyrir x > 0 faest
Pmin{X,Y}>z)=P(X >z,Y > x)
=P(X >2)P(Y >2) (X ogY eru 6hadar)

— 6_)\11.6_)\21. (X ~ EXp(Al) og Y ~ EXp(AQ))
pad er
P(min{X,Y} > ) = e~ith)e 250,

Petta pyodir ad min{ X, Y} ~ Exp(A; + A2).
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HOFUPMARKGILDISREGLAN

08
POISSONFERLI

Yfirlit yfir myndskeio og efni

Skeid lengd Adalsiour hlidarsiour efni

L31

L32

L33

L34

L35

11:45 A32-33 33 Hofudmarkgildisreglan og Dami
2:08 A34 Normleg nalgun & Bin og Poi
18:14  A35 35 Poissonferli og Demi

11:06 A36 Samruni og Sundrun

16:44 35-36 Dami — Poissonferli (A35-36)

Styttingar 1 yfirliti eru { samraemi vid eftirfarandi demi:

LO1

9:26

Al

1

fyrsta myndskeid um likindareikning
9 minttur og 26 sekundur
fyrsta Adalsida

fyrsta hlidarsida



Athugasemd um stodlun

Ef X er slembistaerd med endanlegt veentigildi y og
endanlega strangt jakvaeda dreifni o2, kallast

M st661ud steerd.

o
Pa gildir
X — X —
E[ M]:O og Var[ M]:1
o o
Latum X;, X5, ... vera 6hadar slembisteerdir sem

allar hafa sama endanlega veentigildi
p=EX] i=12...,
og somu endanlegu strangt jakvaedu dreifni
o’ =Var[X;], i=12,....
Pa gildir fyrir oll n € N ad
EX|+...+X,] =nu og Var[X; + ...+ X,] = no?

og pvi gefur stodlun

Xi+...+X, —
E[ 1.+ n,u]:()
o\/n

Xi+...+X,—nu _1
o\/n -

0og

Var [
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Hofuomarkgildisreglan — Normleg nalgun

Hofudmarkgildisreglan: Latum X, X,,... vera
6hadar slembistaerdir sem allar hafa sama dreififall
med endanlegt veentigildi

p=E[X;], i=12,...,
og endanlega strangt jakvaeda dreifni
o’ =Var[X;], i=12,....
ba gildir fyrir oll x € R ad

X4, +X, —
P( et ng) — ®(x), n — oo.
o\/n

Vio skrifum petta oft losaralega svona:
Xi+...+4X,—n
ov/n
eda svona:
X, +...4+ X, ~N(nu,no?)  pegar n stort.

P~ N(0,1) pegar n stort

Daemi: Byggja a 1000 ibtida hverfi. Vitad er ad bila-
fjoldi & daemigerda fjolskyldu i svona hverfi hefur
eftirfarandi dreifingu:

20% & engan bil,
70% & einn bil,
10% & tvo bila.

Spurning: Hvad parf stéora bilageymslu til ad hiin
dugi fyrir hverfid med u.p.b. 95% likum?
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Normleg nalgun a Bin(n, p) og & Poi(\)

Hofuomarkgildisreglan segir ad ef Xi,...,X, eru
6hadar slembistaerdir sem allar hafa sama dreififall
med endanlegt vaentigildi 1 og endanlega strangt
jakvaeda dreifni o? pa gildir ad

X, +...+X,~N(nu,no?)  pegar n stort.

Vegna pess ad Bin(n,p) er summa n 6hadra Ber(p)
leidir af pessu ad

Bin(n, p) =~ N(np,np(1 — p)) begar n er stort.

Hversu stort n parf ad vera fer eftir pvi hvad p er.

Nalgunin verdur peim mun betri sem p er nzer .

2
Hér er algeng puttaregla:

puttaregla: np(l —p) > 10

Vegna bess ad Poi()\) ~ Bin(n, A/n) pegar n er stort
leidir af pessu aod

Poi(A) =~ N(A\,\) Dbegar A\ er stort.
Hér er algeng puttaregla:

puttaregla: A > 10
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Poisson-ferli (¢)

Latum 73,75, ... vera slembisteerdir p.a.
0<Ti<Ty < ... og 1, — 00, n— oQ.

Hugsum okkur ad pessi 7,, séu timapunktar pegar
einhver vidburdur gerist.

Talningarferli vidburdastreymisins er (N;):>o par sem
Ny =#{n >1:T, <t} =1{joldi vidburda & bilinu [0, ¢]

Billengdir vidoburdastreymisins eru
X1 :T1 og Xn:Tn_Tn—la n> 2.

Skilgreining: Latum 0 < ¢ < oco. Talningarferli
(Nt)i>0 kallast Poisson-ferli med tioni c ef

® Ny, Ny — Nyy,..., Ny, — N, eru 6hadar slembi-
steeroir fyrir oll n > 1 og 0 < t; <ty < ... <.
e E[V}] =ct fyrir 6ll ¢ > 0.

Regla: Ef (NV;);>( er Poisson-ferli med tioni ¢ gildir:
N, ~ Poi(ct), t 3> 0.

Jafngildisregla: (NV;);>¢ er Poisson-ferli med tidni c
=
X1, Xy, ... eru 6hadar og allar Exp(c)
=
N; ~ Poi(ct), t > 0, og ef skilyrt er med {N; = n}
er eins og pessum n punktum hafi verid strad af
handahofi 4 bilio [0, ¢].
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Poisson-ferli — samruni og sundrun

Regla (samruni): Latum (L;):>o og (M;)s>o vera 6hao

Poisson-ferli med tidnir a og b. Setjum
Nt:Lt+Mt7 t}O,

og fyrirn > 1

{O ef n® punktur (V)= kemur ar (L;);o,

n

1 ef n¥ punktur (N,);>o kemur ar (M;)>o.

Pa gildir aod
® (NV;)1>o er Poisson-ferli med tioni ¢ = a + b,
b

c?

e [, [5,... eru 6hddar og allar Ber(p) par sem p =

e og runan (I, I, ...) er 6had (Ny)i>o-

Regla (sundrun): Latum
® (NV;);~o vera Poisson-ferli med tidni c,
e [, [,,... vera 6hadar og allar Ber(p),

e og rununa ([, I, ...) vera 6hada (Ny)¢o.
Latum (L;):>0 og (M;):>( vera talningarferli pbannig ad

og Lt—l_Mt:Nt, t}O,

~JO ef n¥ punktur (N,);so kemur ar (L;)io,
"1 ef nt' punktur (V)= kemur ar (M,);so.
Pa eru (L;)i>0 og (M) 6had Poisson-ferli med

tionir a=(1—p)c og b=pc.
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hlioarsiour

Yfirlit yfir hlioarsiour: myndskeio og efni

Skeid lengd Adalsiour hlidarsiour efni

LO1

L04

LOS5

L06

L14

L15

L17

L19

L20

L31

L35

9:26

11:03

2:45

14:19

17:17

9:14

13:28

13:13

15:01

11:45

16:44

A4

Al4

Al6

Al7

Al8

A33

1-2

3-4

5

7

9-11

13-15

17-22

23

25-31

33

35-36

Inngangur um likinda- og tolfraedi
Talningarfraedi — tengist A3
Deaemi — Jafnar likur (brids, A3)
Dami — Skilyrtar likur

Demi — tengist A11-13
Ventigildi og midgildi

Sannanir 4 reglum um ventigildi
Sannanir 4 reglum um dreifni
Sannanir 4 reglum um samdreifni
Daemi — HofuOmarkgildisreglan

Dami — Poissonferli (A35-36)

Einstaka sidur med jofnum niimerum eru audar

Styttingar i yfirliti eru i samraemi vid eftirfarandi deemi:

LO1

fyrsta myndskeid um likindareikning

9:26 9 minutur og 26 sekundur
fyrsta Adalsida

Al
1

fyrsta hlidarsida



Pessi opna er inngangur ad Adalsidum — LO1

Likindafreedi — Logmal tilviljunarinnar

Allt er tilviljun had, eda flest.
En jafnvel tilviljunin lytur logmalum.

Likindafraedin er st grein staerdfraedinnar sem fjall-
ar um pessi logmal & sama hatt og til deemis rim-
fraedin fjallar um logmal flatarmynda og rimforma.

Tolfraedi — Listin ad lesa ar gognum

Tolfreedin byggir & likindafraedinni
og er einskonar andhverfa hennar:

Likindafraedin spair fyrir um
6pekktar tilraunanidurstoour
a grundvelli
pekktra adstaedna.

Tolfraedin snyr pessu vid, hiin metur
6pekktar adstsedur

a4 grundvelli
pekktra tilraunanidurstadna (gagna).
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Daemi um samband likindafraedi og tolfraedi

Hugsum okkur ad gerd sé skodanakonnun par sem
1000 handahofsvaldir kjésendur eru spurdir hvort
peir atli ad kjosa tiltekinn flokk eda ekki. Setjum

p = hlutfallstylgi flokksins medal kjésenda

)
5 p = hlutfallsfylgi flokksins medal spurdra.

Likindafrsedin spair fyrir um p & grundvelli p,
(*) p = p.
Tolfreedin snyr pessu vid og metur p & grundvelli p,

p R p.

Likindafrsedin segir einnig til um nakvaemnina: T.d.
ef margir 6hadir adilar gerdu svona konnun pa vaeri

p=p+ 1,96,/22 i um pad bil 95% skipta.

Tolfreedin snyr pessu lika vio:

p=p =+ 1,9 % i um pad bil 95% skipta,

bar sem sett var inn p(1—p) = p(1—p) med leyfi (*).

Ef 1 eitthvert skiptid sem svona skodanakonnun er
gerd faest t.d. p = 20% pa gefur sidasta formilan ad

p=0,2 & 1,96 w med u.p.b. 95% oryggi

b.e. med u.p.b. 95% oryggi er fylgid 17, 5% til 22, 5%.
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Pessi opna kemur a eftir A3 um jofnar likur — L04

Ur talningarfraedi

Pegar reikna 4 P(A) = ggﬁ% pa parf ad telja
stokin baedi i A og (). Pessi mengi geta verid mjog

stor (svo ekki sé meira sagt) og flokin. Lykillinn er:

Grundvallarregla talningarfraedinnar: Ef gera ma
eina adgerd a [ vegu og svo adra adgerd a& m vegu
pba ma gera heildaradgerdina a [ - m vegu.

Skilgreinum n hrépmerkt svona: 0! =1 og

nl=1-2-...-(n—1)-n fyrir n>1
Skilgreinum n yfir £ svona:
n n! :
(k) :k!(n—k)! fyrir 0<k<n

A hve marga vegu ma velja k stok ar n stokum?

med skilum | an skila
med tilliti til radar| I pF [P 0
" 17 . n+k— n
an tillits til radar | ©® ( +/< 1) ) (k)

Sonnun 4 (1): Purfum ad telja hve margar runur
ma mynda med pvi ad velja eitt stak af n i fyrsta
saeti, eitt stak af n { annad seeti,. . .,og ad lokum eitt
stak af n 1 saeti namer k. Samkveemt Grundvallar-
reglunni er fjoldinn n margfaldad saman k sinnum.
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Sonnun 4 (2): Purfum ad telja hve margar runur
ma mynda med pvi ad velja eitt stak af n i fyrsta
saeti, eitt stak af peim n—1 sem pa eru eftir i annad
saeti, ..., og ad lokum eitt stak af peim n — (k — 1)
sem eru eftir pegar buid er ad velja k£ — 1 stok.
Samkvaemt Grundvallarreglunni er fjoldinn
nn—1)...(n—(k—1)) p.e.a.s. n(n—1)...(n—k+1).
Margfoldun med (n — k)!/(n — k)! = 1 gefur (2).

Tilvik (4) ma umorda: A hve marga vegu ma velja
hlutmengi med £ stokum Gr mengi med n stokum?

Sonnun & (4): Koéllum pennan moguleikafjolda .
Ef vido veljum fyrst hlutmengi med k stokum (sem
ma gera & r vegu) og rodum svo stokunum (sem ma
gera & k! vegu) pa erum vid komin med tilvik (2).

Grundvallarreglan gefur = - k! = (nﬁ—'k), p.e. x = (Z)

Sonnun a (3): Ef vid litum & stokin n sem skalar
og stokin k£ sem kilur, b4 getum vid umordad (3)
svona: A hve marga vegu ma leggja k eins kalur {
n mismunandi skalar? (Athugid ad hér geta allt ad
k kalur farid i eina skal). Pessa spurningu méa svo
aftur umorda: A hve marga vegu méa setja n — 1
skilriim & milli £ kilna? Ef vid litum & kualur og
skilriim sem k£ + n — 1 stadi paA purfum vid ad velja
k stadi (an skila og an tillilts til radar) til ad setja
ktlur & (og & hina stadina n—1 setjum vio skilriim).

Petta ma einmitt gera a (Hz_l) vegu.
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Hér er talningarreglum beitt & jafnar likur — L0O5

Dzemi: I brids feer spilamadur 13 handahéfsvalin
spil ar venjulegum 52 spila stokki. Hverjar eru
likurnar 4 ad hann fai nakveemlega 7 spada?

Lausn: Setjum
() = safn allra 13-spila hlutmengja tr stokknum
0g
A = safn allra 13-spila hlutmengja ar stokknum
med 7 spodum og 6 ekki-spodum.

Latum P vera jafnar likur. P4 feest
~fjoldinn i A (5) (%)

T fipldinn i QO (%)

P(A) = ... =0,0089 < 1%

Athugasemd: Sama gildir fyrir hjarta, tigul og lauf.
Vegna pess ad pessir 4 atburdir eru sundurlsegir
faest ad likurnar a ad fa sjolit eru um pad bil 3%%.
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Pessi sida synir notkun a skilyrdingu — A4 — L06

Daemi: Vitad er ad i akvednum pjéofélgashoédpi eru
0,4% med tiltekido krabbamein. Gerd er forkonnun
4 ollum i hépnum med adferd sem gefur rétta nio-
urst6ou med 95% likum hvort sem manneskjan sem
verid er ad skoda er med krabbann eda ekki.

Hverjar eru likurnar & ad manneskja, sem greinist
med krabbann, sé i rauninni med hann?

Lausn: Setjum
A = manneskjan greinist med krabbann
B = manneskjan er med krabbann
Spurt er um skilyrtu likurnar P(B|A).
Vid vitum ad

P(B) = 0,004 — P(B°) =0,996
P(A|B) =0,95
P(A¢|B)=0,95 = P(A|B%)=0,05
Notum nti Bayes-logmalid og svo Skiptingarregluna
i fyrstu tvo skrefin i eftirfarandi reikingum:

_P(BP(AB) PBIPUAIB)
P = =5y = PBP(AIB) + P(BPA)
0,004 - 0,95 20707:7%

T 0,004-0,95+ 0,99 - 0,05

Athugasemd: Sama & vid um gaedakannanir par
sem leitad er ad golludum voérum. I pvi tilviki er
A = varan greinist gollud
B = varan er gollud
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Naestu tvaer opnur: sampéttleiki — A11-13 — L14

Deaemi: Slembistaerdirnar X og Y hafa sampéttleik-

ann
2, 0<r<y<l1

fla,y) = {
0, annars.
Synid ad (a) f er béttleiki og akvardio (b) fx og (c) fy.

Lausn: (a) f>00g [*._[" f(x,y)dxdy:folfoy 2dxdy = 1
(b) fx(@) = [* fla,y)dy = [ 2dy =2(1-2), 0< 2 <1

(0) frly) = Joo fla,y)de = [f2dz =2y, 0 <y <1

Athugasemd 1: Stundum er 1atid naegja ad skrifa

t.d. fy(y) =2y, 0 <y <1, pegar fy(y) = 0 annars.
I(c)erljost ad fy(y) =0ef y <0 eday > 1.

Athugasemd 2: Ef C er hlutmengi i planinu R? med
flatarmal 0 < ¢ < 0o og sampéttleiki X og Y er

Frny) = {1/0, (z,y) € C,

0, annars,

ba er sagt ad (X, Y) hafi jafna dreifingu & C og lika ad
punkturinn (X, Y) hafi verid valinn af handahdfi ar C.
Til deemis er (X, Y) hér ad ofan med jafna dreifingu
a prihyrningnum C' = {(z,y): 0 <z <y < 1}.
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Daemi (framhald): Slembisterdirnar X og Y hafa
sampéttleikann

2, O0<z<y<l1
flr,y) =
0, annars.

V10 leiddum 1t 4dan ad
fx(z)=2(1—2x), 0<z<1,

/N

Eru (d) X og Y 6hadar?
Lausn: (d) Akvordum fyrst fy fy,

41—2)y, 0<2<1,0<y<1

0, annars

fx (@) fy(y) = {

Petta er greinilega ekki sampéttleiki X og Y: til
daemis setur fx fy likur sem eru minni en 1 & pri-
hyrninginn C' = {(z,y) : 0 <z <y < 1},

folfoy 4(1 — z)ydedy < 1

en f setur likurnar 1 & C,
P(X,Y) e C)= [, [!2dxdy = 1.
Pvi eru X og Y ekki 6hadar.
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Daemi (meira framhald): Slembistaerdirnar X og Y
hafa sampéttleikann

2, O0<z<y<l1
flz,y) =
0, annars.

Vid leiddum Gt adan ad X og Y eru hadar og ad

fx(z)=2(1-2), 0<z<1, (=0 annars)
fr(y) =2y, 0<y<1, (=0 annars).

Akvardio (e) Fxy(zly) og (f) fvix(ylz) .

Lausn: (e) Tokum fyrst eftir ad fy(y) > 0 ef og
adeins ef 0 < y < 1. Fyrir pessi gildi a4 y feest na

1/ 0<z<
_ f(‘T’y) _ y; ~ y7
fX|Y<x|y> fy () {0’ annars.

(f) Tokum fyrst eftir ad fx(x) > 0 ef og adeins ef
0 < x < 1. Fyrir pessi gildi & x feest ni

1/(1—z), z<y<]1
_ fly) _ ’ ’
fY|X(y\x) — fx(@) {07 annars.

—
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Naestu tveer opnur: midgildi veentigildi— A14—-L15

Miogildi m
Hvernig &4 ad lysa stadsetningu slembistaerdar X
med einni tolu?

Skilgreining: Tala m sem er pannig ad

P(X <m)>1i<PX>m)

kallast miogildi X. Skrifum stundum myx i stad m.

Daemi pegar X er meod péttleika f:

Miogildi er ekki alltaf heppilegur maelikvardi & stao-
setningu. Til deemis geta verid til morg midgildi:

D[
(]
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Athugasemd um rithatt fyrir summur.

Ef g er raungilt fall og g(z) = 0 begar = ¢ {a4, ..., a,}
pa skrifum vid

Zg(l’) = Zg<ak>
x k=1
Og ef g(x) =0 pegar x ¢ {a1,as...} pa skrifum vid

S gle) = glar)

svo fremi Y .- | g(a;) sé til (p.e. r6din sé samleitin).

Dami: Ef X er strjal slembisterd sem tekur gildi
i{ay,...,a,} ba er ventigildi X skilgreint svona

n

Z:UP(X =)= ZakP(X = ay)

k=1

Ef X er strjal slembistaerd sem tekur gildi i {ay, as, .. .}
pba er ventigildi X skilgreint svona

(©.¢]

Y aP(X =)= aP(X =aq)

k=1
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Midgildi m
Hvernig &4 ad lysa stadsetningu slembistaerdar X
med einni tolu?

Skilgreining: Tala m sem er pannig ad

P(X <m)>1i<PX>m)

kallast miogildi X. Skrifum stundum myx i stad m.

Daemi pegar X er meod péttleika f:

Midgildi er ekki alltaf heppilegur maelikvardi & stao-
setningu. Til deemis geta verid til morg midgildi:
f

1

2

D[

m ="

Daemi um miodgildi m og vaentigildi p.
Skooum péttleikann f(z) =e™*, x > 0:

e tdr=[—e X =" =

= m=Imn2~=0,7

DO [ —

Jo weTtda =[—ze P+ [(TeTtda =1 = p=1
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Naestu prjar opnur: veentigildisreglur — A16 — L17

Logmal 6medvitada tolfreedingsins, strjala tilvikid:
Ef Xi,..., X, eru strjalar og Y = ¢g(Xy,...,X,) ba
gildir

Z ngl,... P(Xy =x1,..., X, = x,)

Sonnun: Skilgreinum fall , svona

1 ef y=a,
buly) = ’
0 efy+#a.

Takio eftir ad

Z Z(S ..... 2P Xy=12,..., X, =1,)

Petta gefur anna6 skreﬁ6 i eftirfarandi reikningi

= Z yP(Y =y) skv. skilgreiningu a veentigildi

In T
— S: S: <S:y5g(x1 ..... x )( )>P<X1 — Iy, Xy = xn)
Tn | Y

Takio loks eftir ad
Z y(sg(xl aaaaa gJ’n,) (y> — g(l'l, <. 7$n>

vegna pess ad allir lidirnir i raudu summunni eru 0
nema lidurinn pegar y = g(x1,...,x,).
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Skodum strjal X (samskonar gildir fyrir samfelld X):
Skilgreining 4 veentigildi: E[X]:= ) 2P(X =

Logmal 6medvitada tolfreedingsins: Y = g(Xy,..., X,),

Z ngl,... P(Xy=x1,..., X, = x,)

Reglur: Fyrir a,a4,...,a, € R gildir
(1) Ela] = a.

Sonnun & (1): Ela|=Pla=a)a=1la=a
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Skodum strjal X (samskonar gildir fyrir samfelld X):
Skilgreining 4 veentigildi: B[X] =) zP(X =

Logmal 6medvitada tolfraedingsins: Y = g(Xy,..., X)),

Z ngl,... P(Xy =x1,..., X, = x,)

Reglur: Fyrir a,aq,...,a, € R gildir
(1) Ela] = a.

(2) ElaX] = aE[X].

Sonnun & (2): Setjum g(x) = ax:
ElaX]=>  arP(X=2)=a)  2P(X =1x)

aE[X]
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Skodum strjal X (samskonar gildir fyrir samfelld X):
Skilgreining 4 veentigildi: E[X] =) zP(X =

Liigmél 6medvitada tolfraedingsins: Y = g(Xy,..., X,),

Z ngl,.. P(Xy =x,..., X, = x,)

Reglur: Fyrir a,a4,...,a, € R gildir
(1) Ela] = a.

(2) E[aX] = dE[X].
(3) EX +Y]=E[X]+E[Y].

Sonnun & (3): Setjum g(z, y) =z +y:

EX +Y]= ZZx+y X=zY=y)

:%:%: (xP(X:x,Y:y)+yP(X=x,Y=y))
;Zy:xP(Xx,Yy)JrZZyP(X%Yy)
:ZxZP(X:x,Yzy)+ZyZP(X=x,Y=y)
=Y 2P(X =) +> yP(Y =y)

— B[X] +E[Y]
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Skodum strjal X (samskonar gildir fyrir samfelld X):
Skilgreining 4 veentigildi: E[X]:= ) 2P(X =

Logmal 6medvitada tolfreedingsins: Y = g(Xy,..., X,),

Z ngl,... P(Xy=x1,..., X, = x,)

Reglur: Fyrir a,a4,...,a, € R gildir
(1) E[a] = a.

(2) E[aX]=aE[X].
3) E[X +Y]=E[X]+E]Y].
(4) Ela X1+ ...+ a0, X, = a1 E[Xq] + ... + a,E[X})]

Sonnun & (4): Notum fyrst (3) itrekad
E[a1X1 + ...+ CLan] = E[Cl,le + ... an_an_l] + E[aan]

og notum svo (2).
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Skodum strjal X (samskonar gildir fyrir samfelld X):
Skilgreining 4 veentigildi: B[X] =) zP(X =

Logmal 6medvitada tolfraedingsins: Y = g(Xy,..., X)),

Z ngl,... P(Xy =x1,..., X, = x,)

Regla: Ef X og Y eru 6hao gildir E( XY| = E|[X]E[Y].

Sonnun: Setjum g(z,y) = zy,

:ZnyP(X::U,Y:y)

=> Y wyP(X =2)P(Y =y) (X ogY 6hadar)

=Y aP(X =1)) yP(Y =y)
= E[X] E[Y]
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A bessari sidu: sannanira dreifnireglum —A17— L19

Skilgreining: Dreifn: slembisteerdar X er

Var[X] = E[(X —n)* (hér er u = E[X])

Reglur:
1) VarlX] = E[X?) - (B[X])2
(2) Varla 4+ bX] = b*Var[X], a,b € R.

Sonnun 4 (1): Notum vaentigildisreglur fyrir pridja
skrefid hér & eftir og p = E[X] fyrir bad fjéroa

Var[X] = E[(X — )] = E[X* — 2uX + p/”]
— B[X?) - 3uE[X] + 1 = E[X? - (E[X])?
Sonnun 4 (2): Notum E[a + bX] = a + bE[X] fyrir
fyrsta skrefid og vaentigildisreglu fyrir pad fjéroa
Var[a + bX] = E[((a + bX) — (a + bE[X]))’]
= E[(bX — bE[X])*] = E[b*(X — E[X])’]
= b’E[(X — E[X])?] = b*Var[X]

Regla: Ef X;,..., X, eru 6hadar gildir ad
Var[ X7 + ...+ X,] = Var[Xq] + ... + Var[X,,].

Sonnun: Sja nedst & hlidarsiou 31.
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Naestu fjorar opnur: samdreifnireglur — A18 — L20

Skilgreining: Samdreifni slembisteerda X og Y er
Cov X, Y] := E[(X — pux)(Y — py)]
og fylgnistudull peirra er
Cov| X, Y]

p=pxy = :
O0XxX0y

Takid eftir ad Cov|X, X| = Var[X].

Regla: —-1<p<1 (Sonnum betta ekki.)

Regla:  Cov|X,Y]=E[XY] - E[X|E[Y]

Sonnun: Cov| X, Y| =E[(X — ux)(Y — uy)]

= EBE[XY — Xpuy — pxY + pxpy]

= E[XY]| - EX]|uy — uxE[Y]| + puxpy (veentigildisreglur)
— E[XY] — E[X]E[Y]
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Skilgreining: Samdreifni slembistaerda X og Y er
Cov[X, Y] = E[(X — px)(Y — py)]

Reglur: Fyrir a € R og n,m € N gildir ad
(1) Cov]aX,Y] =aCov|X,Y]

Sonnun & (1): Notum p,xy = E[aX] = «E[X]| = aux,

CovlaX,Y] = E[(aX — aux)(Y — py)]
= Ela(X — px)(Y — py)]
= aE[(X — ux)(Y — py)] (veentigildisregla)
= aCov|[X, Y]
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Skilgreining: Samdreifni slembistaerda X og Y er
Cov[X, Y] = E[(X — px)(Y — py)]

Reglur: Fyrir a € R og n,m € N gildir ad
(1) Cov]aX,Y] =aCov|X,Y]
(2) Cov|X +Y, Z] = Cov|X, Z] + Covl|Y, Z]

Sonnun a (2): Notum px,y = pux+py i fyrsta skrefi
i eftirfarandi og vaentigildisreglu i fj6rda,

Cov[X +Y, Z] =E[((X +Y) — (ux + 1)) (Z — uz)]
=BE[(X —px) + (Y =) (Z — pz)
=E[(X —ux)(Z —pz) + (Y — i) (Z — pz)]
= E[(X — pux)(Z = pz)] + E[(Y — py )(Z — pi2)]
= Cov[X, Z] + CovlY, Z]
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Skilgreining: Samdreifni slembistaerda X og Y er
Cov[X, Y] = E[(X — px)(Y — py)]

Reglur: Fyrir a € R og n,m € N gildir ad
(1)  Cov|aX,Y] =aCov|X,Y]
(2)  CovlX +Y, 7] =CovlX, Z] + Cov|Y, Z]

(3) Covligxi,iyj] —~ zn:icov[xi,yj]

i=1 j=1

Sénnun 4 (3): Setjum Z =} 7", Y; og notum (2),

n—1

COV[ZH:XZ-, Z] — Cov[ZXZ-, Z} + Cov[X,, Z]

1=1 1=1

— .= iCov[Xi,Z]
1=1

n m—1
(Cov {Xi, Z Y]} + Cov[ X, Ym])
1

i= j=1

=...=) Y Cov[X, V).

i=1 j=1
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Skilgreining: Samdreifni slembistaerda X og Y er
Cov| X, Y] := B[(X — px)(Y — py)]

Reglur: Fyrir a € R og n,m € N gildir ad
(1)  CovlaX,Y] =aCovlX,Y]
(2)  Cov[X +Y, Z] = CovlX, Z] + Covl]Y, Z]

3) c[?xf‘y] S Y ColX Y

i=1 j=1

(4)  Var [ Z XZ-] = Z Var[ X;] + 2 Z Cov[X;, X]

i<j

Sonnun & (4): Samkvemt (3) gildir ad

Cov |: S: Xz’; S: XJ] = Z Z COV[XZ‘, XJ]
1=1 j=1

i=1 j=1

Skiptum heaegri hlidinni midad vid ¢ = j og ¢ # j,

Cov [ Sj X, Sj Xj] = Z Cov[ X, XZ-]—FZ Cov|[X;, X|]
=1 =1 i=1 i#]
Notum Cov[X, X| = Var[X] til a0 fa

Var [ Z XZ} = Z Var[ X;] + Z Cov|X;, X/]
i=1 i=1 i+j
Notum COV[XZ', XJ] = COV[XJ',XZ’] til ad fa

Var { Zn: XZ-] — zn: Var[X;] +2)  Cov[X;, X

1<j
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Skilgreining: Samdreifni slembistaerda X og Y er
Cov[X, Y] = E[(X — px)(Y — py)]

Reglur: Fyrir a € R og n,m € N gildir ad
(1)  CovlaX,Y] =aCovlX,Y]
(2)  CovlX +Y, 7] =Cov|X, Z] + Covl|Y, Z]

(3) Cov[?n;X@',ngj] = zn:icov[xi,yj]

i=1 j=1

(4)  Var [ Z XZ-] = Z Var[X;] +2)  Cov[X;, X

i<j

Regla: Ef X og Y eru 6hadar gildir Cov|X,Y] = 0.

Sonnun: Notum reikniregluna
Cov[X,Y] = E[XY]| - E[X|E[Y]

og regluna fyrir ventigildi sem segir ad ef X og Y
eru 6hadar gildir E(XY] = E[X|E[Y]:

Cov[X,Y] = E[X|E[Y] — E[X]|E[Y] = 0
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Skilgreining: Samdreifni slembistaerda X og Y er
Cov[X, Y] = E[(X — px)(Y — py)]

Reglur: Fyrir a € R og n,m € N gildir ad
(1)  CovlaX,Y] =aCovlX,Y]
(2)  CovlX +Y, 7] =Cov|X, Z] + Covl|Y, Z]

(3) Cov[?n;X@',ngj] = zn:icov[xi,yj]

i=1 j=1

(4)  Var [ Z XZ-] = Z Var[X;] +2)  Cov[X;, X

i<j

Regla: Ef X og Y eru 6hadar gildir Cov|X,Y] = 0.

Pessi regla — asamt reglu (4) — hefur na i for med sér

eftirfarandi reglu sem sett var fram & Adalsiou 17
(og hlidarsiou 23):

Regla: Ef X;,..., X, eru 6hadar gildir ad
Var[ X7 + ...+ X,] = Var[Xy] + ... + Var[X,,].
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Hér er Hofuomarkgildisreglunni beitt — A33 — L31

Hofudmarkgildisreglan: Fyrir 6hadar stzerdir
med somu dreifingu gildir

X, +...4+ X, ~N(nu,no?)  pegar n stort.

Daemi: Byggja a 1000 ibtda hverfi. Vitad er ad bila-
fjoldi & deemigerda fjolskyldu i svona hverfi hefur
eftirfarandi dreifingu:

20% & engan bil, 70% & einn bil, 10% & tvo bila.

Spurning: Hvad parf stéora bilageymslu til ad hin
dugi fyrir hverfid med u.p.b. 95% likum?

Lausn: Latum X; takna bilafjolda & ib1id ntimer :.
Gefum okkur ad X, ..., X990 séu 6hadar steerdir og

P(X;=0)=0,2 PX;=1)=0,7 PX;=2)=0,1
Fjoldi bilasteda k a4 ad uppfylla
P(X1—|—...—|—X1()()() < ]{) ~ 0,95

Samkvaemt Hofudmarkgildisreglunni er

k — 111000
P(X;+ ...+ X < k) ~ ©
(X to00 < F) ( o+/1000 )

Naer p=E[X;]=0-0,241-0,742-0.1=0,9 og
o = Var[X;] = E[X7] — i/*
= (0*-0,2+1%-0,742%-0,1) — 0,9° = 0,29
Samkveemt toflu er ®(1,645) ~ 0,95 og bvi er
k — 900

/290
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A pessari opnu er reglum af A33-36 beitt — L35

Dami Gr gomlu deemasafni: Verkfreedinemar setj-
ast vid glugga i VR 2 og fylgjast med umferd um
Sudurgotu i badar attir. Til nordurs aka ad jafn-
a0l 8 bilar & minitu og 4 bilar & minatu til sudurs.
Umferdartioni er stooug og bilarnir hafa ekki dhrif
hver 4 annan [lysing & 6hadum Poissonferlum, HP].
a) Finnid veentanlegt gildi og fervik |dreifni, HP]
timans sem lidur par til 4. bill ekur fram hja ljosa-
staurnum sem midad er vio.

b) Finnio likurnar & ad bilarnir 4 i a) 1id séu allir
& suourleio.

c) Finnid likurnar 4 ad feerri en 220 bilar aki til
norours nastu 30 minaturnar eftir ad talning hefst.

Lausn: Eftirfarandi ferli eru 6had Poisson-ferli:
L; = fjoldi bila & leid nordur & bilinu [0,¢] (a =38)
M; = fjoldi bila a leid sudur a bilinu [0,¢] (b= 4)
a) EX1 + X0+ Xg+ Xy =4-1=4. o5 =

Var[X1 + Xo+ Xs+ Xy =4 5 =4 L =17 =

4
b) Pli=L=L=1=1)=p-p-p-p= (ﬁ) = &
c) Vegna bess ad Lz ~ Poi(30-8) og 30 -8 = 240 > 10
h6fum vio ad L3y ~ N(240,240) sem gefur nalgunina

P(Ly < 219) = ©(¥55°)

= d(—1,35) =1-P(1,35) =1-0,91 = 0,09 = 9%
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Framhald 4 VR 2 deeminu:

c) Finnid likurnar 4 ad feerri en 220 bilar aki til
nordurs naestu 30 mintturnar eftir ad talning hefst.

Vid leystum petta svona & sidunni hér & undan:

Eftirfarandi ferli er Poisson-ferli med tidni a = 8:
L; = fjoldi bila & leid nordur & bilinu [0, ¢].
Vegna bess ad Lz ~ Poi(30 - 8) og 30 -8 = 240 > 10
hofum vid ad Lsg ~ N(240, 240) sem gefur nalgunina

P(Ly < 219) = ©(¥55°)

= ®(—1,35) =1-P(1,35) =1-0,91 = 0,09 = 9%

Hér er onnur nalgun: Latum S, vera timann pegar
n! billin 4 leid nordur fer fram hja ljésastaurnum.
Pa hofum vid

{Lgo 219} {SQQ() > 30}

N1 er S, summa n 6hadra Exp(8) steerda.

Leyfum okkur ad aetla ad n = 220 sé naegilega mikill
fjoldi til ad nota megi Hofudmarkgidissetninguna:
Veentigildi Exp(8) steerdar er 1/8 og dreifnin er 1/8°.
Vid faum

P(Lgo 219) (SQQ() > 30) =1-— P(SQQ() < 30)

~ 1 - O(TE) = 1 @(1,35) = .. = 0%
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